WGM誘電体球状共振器を用いた誘電率の簡易算定法の研究 by 松原,真理 & 苫米地,義郎
  When we design a circuit element in a millimeter region, it is very important to estimate a complex 
permittivity of a dielectric material. We have developed a new calculation method for evaluating a permittivity 
of a dielectric material by using WG（Whispering Gallery） Mode on a spherical dielectric resonator.  In this 
paper, we present a new technique by using the WGM on a spherical dielectric resonator and Newton method to 
evaluate the complex permittivity of a low-loss dielectric material. 
1　まえがき
近年，スマートフォンやカーナビなど無線通信の広がりにより，通信容量不足解消への取り組みが
顕在化している．そこで，未使用周波数帯域であるミリ波帯域（３０～３００［GHz］）の利用が期待
されている．ミリ波帯は殆ど利用されていない広大な周波数領域であり，情報の大容量伝送を可能に
するなど大きな潜在的可能性を有している．
ミリ波帯で使用される通信機器の回路素子は主に誘電体材料で構成されるが，その材料には低損失，
すなわち，高いＱ値及び良好な温度特製が要求される．Ｑ値は誘電体材料の複素比誘電率に直接関係
するので，誘電体材料の複素比誘電率を正確に把握することは非常に重要である．現在，マイクロ波
帯での材料の比誘電率測定法は空洞共振器法等 [1]が用いられているが，金属導体を用いているためそ
れ自身での損失が大きくなり，周波数が更に高いミリ波帯では複素比誘電率の測定が困難になる．そ
こで金属を用いないウィスパリングギャラリーモード（ＷＧモード）共振器を用いて，複素比誘電率
の測定に関する研究を筆者等は行ってきた [2]． 
ＷＧモード共振という周方向へ進行するモードで動作する誘電体円板共振器は，ミリ波帯で周波数
選択素子としての利用が期待されている．このモードにおいては，電磁エネルギは共振器周縁の狭い
範囲に集中するため金属筺体で遮蔽することなく高いQ値を得ることができる．なお共振器の周に沿っ
て進行する電磁波が，一周して戻ってきた時の位相差が２ｎπ（ｎは整数で共振次数という）の整数倍
になった時に共振する．この共振器を用いた測定法は共振周波数と無負荷Ｑ値の理論値と実験値から
複素比誘電率を求める方法 [2]で，従来の共振法 [1]と比較して高い測定精度が得られる．しかし円板と
いう形ゆえエッジ部でのエネルギーの放射があり，固有値方程式を求める際に近似を含まなければな
らないため，厳密解を得ることが非常に困難である．そのため周波数の適用範囲が制限されてしまう．
そこで筆者らはＷＧモード誘電体球状共振器を誘電体材料の複素比誘電率測定に利用することを提
案してきた [3]～ [8]．まずＷＧモード誘電体球状共振器の固有値方程式を導出したところ，近似を一切
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含まず，簡単な形になることが分かった．また得られた理論共振特性（共振周波数，無負荷Ｑ値）と
実験から得られる値を比較すると両者は互いに良く一致することが分かった [5]．さらに一組の共振周
波数と無負荷Qの測定値から、ニュートン法を用いて複素誘電率を算定するソフトウェアを開発し，
効率よく球状誘電体の誘電率測定を行うためのシステムを開発した [6]．本算定法の検証を材質がテフ
ロン（ＰＴＦＥ）[7]とポリエチレン [8]で半径が異なる複数の試料に対する複素比誘電率の算定を行っ
た．半径の大小にかかわらず，複素比誘電率の実数部は，概ね一定値となり従来の方法で得られる値
と一致した．しかしながら，虚数部は若干の変動が見られた．虚数部算定は無負荷Ｑ値の測定値に大
きく依存する．よって規格化半径の導入し，無負荷Ｑ値を正確に測定する必要がある．そのためには
大まかな誘電率を算定しなければならない．今回はその誘電率の簡易計算法について示す．
2．ニュートン法を用いた誘電率測定法について
未知の複素比誘電率を持つ材料で球状共振器を構成する（図1参照）．
球の半径をa，共振器内部及び周囲媒質は均一で等方性とし，それぞれの比誘電率を rH（ ''j' rr HH ），
1H とする．WGモード誘電体球状共振器にはTEモードとTMモードの2つの共振モードが存在する．
TEモードとは電界の r方向成分が存在しない共振モードで，TMモードは磁界の r方向成分が存在し
ない共振モードのことを言う．まず球座標系を用いてスカラー波動方程式を展開し，共振器内部
（ ar0 d ）と周囲媒質（ ra  ）での電磁界表示式を求める．次に境界（ ar  ）で電磁界の接線成分が連
続であるという条件を用いるが，球状の場合，これまで取り扱ってきた円板共振器と異なりエッジが
無いため電磁界解析には近似を含まない．
TE，TMモードそれぞれの固有値方程式は次のように導出される [3]．
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図1　球状共振器と球座標系
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である．
)rk(j rn
 
は球ベッセル関数， )k(h 1
)2(
n 㨍
 
は第二種球ハンケル関数である．またこれらの関数の次数nは
共振時には整数となり，このnをM
 
方向共振次数と呼ぶ．
TEモードの複素比誘電率 rH  は，(1)式と (3)式，TMモードのそれは，(2)式と (3)式に，球の半径ａ
と  M方向共振次数n，複素共振周波数を代入することにより得られる．複素共振周波数は ,実験によ
り得られる共振周波数の実数部と虚数部である．これは共振周波数の実験値Ｆと無負荷Ｑ値の実験値
  uQ を次のような複素共振周波数の概念を導入することにより得られる．
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誘電体材料の複素比誘電率測定する為に，ニュートン法 [7]を用いれば複素比誘電率が算定できる．以
下にニュートン法の評価式を示す．なお手順を付録に示す．
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この方法で得られた結果は，複素比誘電率の実数部に関しては一定の値が得られた．しかし虚数部
の方はばらつきが見られ ,算定に用いる共振次数に最適な範囲があることが分った．
そこで複素比誘電率を正確に把握するために，最適な共振次数の範囲を見出すことが必要となって
くる．そのためにまず，実数部を簡易的に計算する方法を示す．
3．ＴＥモード簡易計算法
今回はＴＥモードについてのみ説明する．
第二種球ハンケル関数 )k(h 1
)2(
n 㨍は，以下のように表される
[9]．
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よって（1）式は，
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となる．また，球ベッセル関数の微分には，次のような関係式がある [9]．
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今材料の誘電率を実数とみなし，共振周波数を複素数とする．
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ここで
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であり，周囲媒質の誘電率 1H は１とみなしている .
球ベッセル関数とノイマン関数をテイラー展開を用い次のような近似式で表されるとする．
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ここで IR ff !!  より，(13)式中の第二項は省略できる．
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)(
11  nInn jiAfjkj    (14)
同様に，
 
nInnnInnnInn
yiAfykyjiAfykyjiAfjkj     11111111 )(,)(,)(
)()()(,)()()(
111 rnIrrnrnrnIrrnrn
jfiAjkjjfiAjkj HHHHHH   
 
 
 
 
 (15)
これらの式を（10） 式に代入すると以下のようになる .
式 (10)の第一項目は
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同様に２項目以降は
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(15) ～ (18)式を足し合わせ，実数部と虚数部をそれぞれ０とする．
実数部は
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虚数部も同様に
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式 (22)より
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(23)式を (20)式に代入すると，式中の未知数はεrだけになる．よってA（ ＝ R10 fa2 HPHS ）に半径a，
実験で得られる共振次数nと共振周波数実数部 fR（実験で得られる共振周波数とみなす）を，この式に
代入すれば誘電率εrが簡易的に計算される．現在このプログラムを作成中である．なお，共振次数と
共振周波数の測定方法及び測定値は以前の紀要に示してある [10]．
4．むすび
筆者らが今まで研究してきたミリ波帯における誘電体材料の複素比誘電率を算定する方法である
が ,得られる複素比誘電率の実数部は，概ね一定値となり従来の方法で得られる値と一致したが，虚
数部は若干の変動が見られた．これは虚数部算定には無負荷Ｑ値の測定値に大きく依存し，規格化半
径の導入のため，簡易的な誘電率を算定する必要性に迫られた．そこで本論文では，ミリ波帯におけ
る誘電体材料の複素比誘電率を簡易的に算定する方法を示した．これまで得られているＷＧモード誘
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電体球状共振器の固有値方程式を，誘電率は実数，共振周波数を複素数として展開する．さらに，テ
イラー展開を用いることにより式を簡略化することができる．この方法に，実験で得られる共振次数
と共振周波数を代入すれば簡単な計算で複素比誘電率の実数部の目安を算定できる．現在，数値計算
のためのプログラムを作成中である．この結果を規格化半径の導入の際利用すれば，複素比誘電率の
虚数部を算定する際の最適半径を求める為に役立つと思われる．
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